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Резюме
Проанализированы возможные при-

чины возникновения погрешностей 
при исследовании детерминированного 
хаоса в биоэлектрической активности 
организма человека и животных (ЭЭГ, 
ЭКГ, ВСР и др.) методами нелинейного 
анализа. Предложен комплексный под-
ход, позволяющий повысить точность 
и достоверность получаемых резуль-
татов при правильном выборе стаци-
онарных участков сигнала, задержки 
и масштаба рассмотрения, использова-
нии адекватных параметров в процессе 
реконструкции аттрактора (оценке раз-
мерности реконструкции и размерности 
вложения), для оценки энтропии про-
цесса и старшего показателя Ляпунова. 
Создано соответствующее программное 
обеспечение NeuroResearcher®, работа 
которого проиллюстрирована при-
мерами расчетов «параметров хаоса» 
типичных ЭЭГ и ЭКГ сигналов.
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активность организма, анализ ЭЭГ, 
анализ ЭКГ, анализ ваоиабельности 
сердечного ритма, детерминирован-
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размерность аттрактора, задержка, эн-
тропия процесса, старший показатель 
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1. Введение

Сегодня не вызывает сомнения, 
что нормальная динамика здорово-
го организма является хаотической. 
Исследования показывают, что «хаос» 
присущ самой природе протекающих в 
организме динамических процессов, а 
степень «хаотичности» может меняться 
в норме и при патологии [1]. Хаотические 
системы способны работать в широком 
диапазоне условий и легко адаптируются 
к их изменениям, что дает значительные 
функциональные преимущества.

В клинической нейрофизиологии 
накоплен уже достаточно большой опыт 
по исследованию динамических систем 
мозга и вариабельность сердечного рит-
ма (ВСР) в норме и при патологии: в со-
стоянии спокойного бодрствования, при 
интеллектуальной нагрузке, во время 
сна, комы, гипноза, при шизофрении, 
эпилепсии, болезни Крейцфельда-Яко-
ба, синдроме Альцгеймера, деменции 
и паркинсонизме, при формировании 
эмоционального стресса, септической 
энцефалопатии, расстройстве внимания 
[2–17]. В этих работах по исследованию 
биоэлектрической активности организ-
ма человека и животных, в частности, 
ЭЭГ и ЭКГ сигналов, ВСР (ряда R-R 

интервалов) было обнаружено измене-
ние степени их «сложности» и «хаотич-
ности» при возникновении патологии 
и измененных состояний мозга и зафик-
сировано явное снижение степени 
сложности и хаотичности соответству-
ющих ритмов. Это дает основание по-
лагать, что «параметры хаоса» могут 
служить устойчивой и показательной 
оценкой функционального состояния 
соответствующих систем организма. Но 
надежная методология исследований 
биоэлектрической активности методами 
нелинейной динамики, к сожалению, 
пока отсутствует и полученные разными 
авторами результаты зачастую оказыва-
ются весьма противоречивыми.

Как правило, биоэлектрическая ак-
тивность имеет весьма сложную структу-
ру и часто представляют собой суперпо-
зицию сигналов, приходящих из разных 
источников (структур мозга), возможно 
выполняющих в данный момент разные, 
в том числе и не связанные между собой, 
функции. Поэтому непосредственный 
анализ «хаотичности» такой активности 
затруднителен и не может быть в полной 
мере надежным. Кроме того, нарушение 
условия стационарности не позволяет 
использовать для анализа сколь угодно 
длинные промежутки времени, а влия-
ние различного рода помех и «артефак-
тов» ограничивает точность анализа.
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начального возмущения ε, то Ляпунов-
ский показатель для возмущения ε равен 

λ(ε) = ln2
τ(ε) . Если в некотором интервале 

масштабов λ(ε) ≈ const, т.е. меняется незна-
чительно. то в этом интервале масштабов 
процесс, имеющий отражение в био-
электрической активности, целесообраз-
но описывать как детерминированный 
хаотический. Если же λ(ε) увеличивается 
с уменьшением ε, то процесс следует 
рассматривать как стохастический (слу-
чайный) [23] и анализировать его с 
использованием адекватных методов. 
Следует отметить, что время увеличения 
возмущения можно выбрать не только в 
2 раза, а в любое другое число раз. Важно 
только, чтобы частота дискретизации 
сигнала была достаточно высокой и со-
ответствующее увеличение возмущения 
осуществлялось за 5–10 шагов.

В данной работе проанализированы 
некоторые аспекты применения методов 
нелинейного анализа к исследованию 
биоэлектрической активности и пред-
ложены пути, позволяющие повысить 
точность и достоверность оценки со-
ответствующих динамических систем 
организма.

2. Постановка 
задачи 
и методология

Исследуя биоэлектрическую актив-
ность с позиций детерминированного 
хаоса, исходят из того, что она может 
быть описана в рамках диссипативных 
систем [1]. Тогда, установив наличие 
детерминированного хаоса, можно, 
в частности, [18, 19] оценить:
– размерность аттрактора, которая 
является характеристикой «сложно-
сти» соответствующей динамической 
системы;
– энтропию процесса, показывающую 
степень «предсказуемости» протекаю-
щего процесса;
– старший показатель Ляпунова, яв-
ляющийся мерой того, насколько силь-
ными могут быть изменения, вызванные 
малыми возмущениями (отличиями) 
в начальном состоянии системы, по-
зволяющий количественно оценить 
уровень «хаотичности» системы.

Однако зачастую анализ, проводи-
мый некоторыми авторами по извест-
ным алгоритммам с использованием 
некоммерческих и коммерческих про-
грамм, без учета вышеозначенных 
особенностей исследуемой биоэлектри-
ческой активности приводит к тому, что 
получаемые результаты оказываются не-
достаточно точными и достоверными, а 
их интерпретация вызывает сомнения.

2.1. Выбор стационарных 
участков для исследования

Проблема выбора стационарных 
участков при исследовании биоэлек-
трической  активности имеет важное 
значение, так как именно условие стацио-
нарности, как правило, и ограничивает 
размер выборки для последующего 
анализа. Между тем, к сожалению, 
большинство исследователей ограни-
чивается «визуальным» наблюдением 
за состоянием испытуемого, ошибочно 

полагая, что отсутствие в нем видимых 
изменений является достаточным кри-
терием стационарности.

Чтобы более или менее надежно про-
верить условие стационарности длина 
выборки должна значительно превы-
шать характерные для рассматрива-
емого процесса временные масштабы. 
При этом обязательным условием явля-
ется правильный выбор частоты дискре-
тизации, которая согласно теоремы 
Котельникова должна по крайней мере 
вдвое превосходить верхнюю границу 
рассматриваемого диапазона. Тогда вы-
бор участков для исследования можно 
провести, например, основываясь на 
том факте, что нестационарные свойства 
сигнала, как правило, описываются мед-
ленными изменениями среднего зна-
чения квадрата его величины, который 
равен значению автокорреляционной 
функции в нуле [20]. Мы предложили 
[21] также оценивать стационарность 
процесса на участке ЭЭГ для отдельных 
ритмов (δ-, θ-, α- и β-ритмы), т.к. одни 
из них могут быть стационарными для 
исследуемого состояния, другие нет.

Заметим, что при необходимости 
часто присутствующие в биоэлектриче-
ской активности артефакты той или иной 
природы могут быть легко «вырезаны», 
с использованием специальных расчет-
ных алгоритмов.

2.2. Выбор масштаба 
рассмотрения

Как известно, алгоритмы определения 
размерности реконструкции и парамеров 
хаоса (размерность аттрактора и энтропия 
процесса) базируются на вычислении 
корреляционных сумм [22]. Для их вы-
числения прежде всего нужно задать 
масштаб рассмотрения, т.е. определить 
минимально различимые расстояния в 
фазовом пространстве.

Биоэлектрическая активность обычно 
представляет собой макроскопический хаос 
с «шумом» на микроуровне, т.е. выбор де-
терминированного хаотического или стоха-
стического описания определяется масшта-
бом рассмотрения. Однако большинство 
исследователей вопрос об адекватности 
применяемой «хаотической» модели спе-
циально не изучают, полагая получить ответ 
в процессе реконструкции. Между тем 
корректно определить «уровень» шума 
в процессе реконструкции аттрактора, 
как правило, не удается из-за ограничен-
ности длины стационарных участков. По-
этому целесообразно использовать иной 
критерий.

Мы предлагаем использовать крите-
рий, основанный на Ляпуновских по-
казателях для конечных возмущений  
[23]. Если τ(ε) среднее время удвоения 

2.3. Реконструкция 
аттрактора

Важным этапом в исследовании раз-
личных видов биоэлетрической актив-
ности является реконструкция аттрактора 
динамической системы, т.к. он является ее 
геометрическим «портретом». 

Как известно, процесс реконструк-
ции аттрактора биологической систе-
мы заключается в построении по ряду 
{xi}i=1,..., , полученному в результате 
измерения через определенные ин-
тервалы времени биоэлектрического 
сигнала x(t), нового (реконструирован-
ного) аттрактора, обладающего теми же 
параметрами, что и исходный. Для этого 
строят m-мерные вектора {zj}j=1,..,, где 
zj,k=xj+d(k–1)

, где d — смещение. Тогда 
при достаточно большом m параме-
тры реконструированного аттрактора в 
m-мерном пространстве Z совпадают 
с параметрами исходного аттрактора 
в n-мерном пространстве X [18, 24].

2.3.1. Выбор смещения
Ключевая роль для вычислений всех 

параметров нелинейной динамики 
биологических динамических систем 
принадлежит правильному выбору 
смещения [24].

Известно, что если окно реконструк-
ции  w=(m–1)d слишком мало, то образ 
аттрактора оказывается «спрессован-
ным», если велико — то «растянутым 
и сложенным». И в том и другом случае 
для изучения деталей необходимо раз-
личать очень мелкие масштабы.

Обычно смещение выбирают так, 
чтобы каждый следующий реконструи-
руемый вектор добавлял наибольшую 
информацию об аттракторе или как 
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lnC(K,m,ε ) ,D2= 
lnε

C(K,m,ε )  

 = –∑ θ(ε–                        )—1
K2

K

i,j=1

m
1

k=1

m—∑ (Zi,k–Zj,k)2

можно меньше коррелировал с пред-
ыдущим. Однако при реконструкции 
«биологических» аттракторов, размер-
ность которых может быть достаточно 
большой, ограниченность выборки и 
наличие «шума» не позволяют «раз-
личать» мелкие масштабы и изучить 
структуру аттрактора [25]. Поэтому 
выбор величины смещения имеет 
принципиальное значение. Хорошие 
устойчивые результаты дает предложен-
ная нами методика [26], базирующаяся 
на оценке «формы» реконструируемого 
аттрактора. Смещение выбирают так, 
чтобы размеры аттрактора по всем осям 
было по возможности близки. Заметим, 
что при таком выборе смещение зависит 
от размерности пространства рекон-
струкции и потому необходима соот-
ветствующая корректировка расчетных 
алгоритмов.

2.3.2. Оценка размерности 
реконструкции 

Размерность реконструкции чаще 
всего устанавливают по стабилизации 
параметров аттрактора. Однако, из-за 
наличия «шумового» фона границу 
стабилизации установить трудно и 
потому при реконструкции «биологи-
ческих» аттракторов лучше определить 
размерность реконструкции, вычисляя 
количество так называемых «ложных 
ближайших соседей», т.е. точек, «близ-
ких» в реконструкции размерности m и 
«далеких» в реконструкции размерности   
и использовать тот факт, что при до-
стижении нужной размерности рекон-
струкции и удачном выборе величины 
смещения (очень важно !), количество 
«ложных ближайших соседей» резко 
уменьшается [25].

2.3.3. Оценка размерности 
аттрактора

Определение корреляционной раз-
мерности D2 имеет важное значение и 
отражает степень сложности нейроди-
намической системы, ее динамические 
свойства в области конкретного ЭЭГ 
отведения.

Размерность вложения позволяет 
сделать предположение о том, как много 
компонентов формируют данную нейро-
динамическую систему.

Мерой неоднородности аттрактора 
служит его Хаусдорфова размерность. 
Если для того, чтобы покрыть аттрактор 
требуется K(ε) ячеек со стороной ε  и 
K(ε)  ε-D при ε    0 , то показатель D на-
зывается Хаусдорфовой размерностью. 
Ее определение путем подсчета числа 
точек, попадающих в выбранную ячейку 
невозможно для аттракторов больших 

размерностей. Поэтому используют 
оценку Хаусдорфовой размерности сни-
зу, которую можно получить, вычислив 
корреляционную размерность аттрак-
тора D2  D [27]

lnε
i=1

 ln∑pi
2



D2= lim
ε→0

lnC(K,m,ε ) ,= lim lim
ε→0 K→ lnε

m≥2n+1,

где pi — вероятность попадания точки 
аттрактора в i –ю ячейку,

корреляционная сумма, θ — функция 
Хевисайда, K — число рассматриваемых 
точек (лучшие результаты дает примене-
ние формулы с «Гауссовым ядром» для вы-
числения корреляционной суммы [28]).

Конечно, вычисление корреляци-
онной размерности D2 тоже сопряжено 
с трудностями. Длина рассматриваемого 
ряда (биоэлектрического сигнала) огра-
ничена. Из-за этого не удается рассмо-
треть ячейки малого размера, потому 
что невозможно оценить вероятность 
попадания в них точек аттрактора. Сле-
дует отметить, что в этом случае велико 
влияние «шума». Если же размер ячеек 
будет недостаточно мал, то не удается 
выявить структуру аттрактора [25]. Кро-
ме того, «близкие» точки, как правило, 
оказываются сильно скоррелирован-
ными, что при конечной длине ряда 
приводит к ошибкам. Для компенсации 
этого при вычислении корреляционных 
сумм близко расположенные точки не 
учитывают [22].

Практически для вычисления кор-
реляционной размерности D2 нужно 
на графике зависимости значений 
логарифма корреляционной суммы 
lnC(K,m,ε) от (при выбранной размер-
ности пространства реконструкции 
и заданном смещении) найти линей-
ный участок и определить его наклон, 
величина которого и равна D2. Однако 
это сложная задача (она решается, как 
правило, «визуально»), так как линей-
ный участок может быть весьма малым 
и, к тому же, он не является «идеаль-
но» гладким. Установленный заранее 
«масштаб рассмотрения» позволяет 
ограничить местоположение искомого 
линейного участка и, естественно, по-
высить надежность и достоверность вы-
числения корреляционной размерности 

«биологического» аттрактора D2. После 
определения размерности реконструк-
ции величину ячеек следует выбрать 
в зависимости от доступного числа 
экспериментальных точек так, чтобы в 
ячейки «попадало» достаточное (для 
подсчета вероятности) число точек. По-
сле этого необходимо вычислить раз-
мерность аттрактора по формуле

усреднив по ε в пределах, где процесс 
можно считать детерминированным 
хаотическим, и размер ячеек достаточ-
но мал, чтобы «была видна» структура 
аттрактора.

2.4 Оценка энтропии 
процесса

Важной характеристикой биологи-
ческой динамической системы является 
энтропия — один из ключевых парамет-
ров, характеризующих детерминиро-
ванный хаос в биоэлектрической актив-
ности. Энтропия Колмогорова-Синая 
(динамическая энтропия) определяется 
как метрическая оценка степени ха-
отичности системы; информационное 
содержание временных рядов; средняя 
оценка, по которой информация произ-
водится системой [29, 30]. Вычисление 
энтропии Колмогорова-Синая позволяет 
оценить количество информации, кото-
рое необходимо для прогноза поведе-
ния динамической системы в будущем. 
Другими словами, можно определить 
временной интервал, на основании 
которого делается прогноз.

Рассмотрим покрытие аттрактора 
ячейками со стороной ε  и обозначим 
Pi

0,...iK
 — вероятность того, что в момент 

времени t = 0 точка на фазовой траек-
тории находилась в ячейке с номером 
t0, в момент времени t = τ — в ячейке с 
номером I1 и т.д.

Энтропия Колмогорова-Синая 

 ∑Pi0,...iK
lnPi0,...iK 

H= – lim lim
ε→0 Kτ

1
K→

i
0,...iK

характеризует скорость потери динами-
ческой системой информации. В случае 
регулярного движения энтропия равна 
нулю, когда в системе наблюдается ди-
намический хаос она – положительна 
(конечная энтропия), а если динамику 
определяет случайный шум, то — бес-
конечна (бесконечная энтропия).
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Определение энтропии путем под-
счета вероятности попадания точек 
в выбранную последовательность ячеек 
нереально. Поэтому используют оценку 
энтропии Колмогорова-Синая снизу, 
которую получают, определив корреля-
ционную энтропию H2≤H [27]

 ln∑P2
i0,...iK     

H 2= – lim lim
ε→0 K

1
K→

i0,...iK

     =— lim lim ln
dτ
1

ε→0
,

m→

C(K,m,ε )
C(K,m+1,ε )

где d — смещение реконструкции, 
а τ — шаг дискретизации по времени.

Однако, нужно иметь в виду, что 
приведенная формула для расчета 
энтропии предполагает постоянство кор-
реляционной размерности аттрактора 
при достаточно больших размерностях 
реконструкции, что, увы, как правило, 
не выполняется. Следовательно, для по-
лучения приемлемой точности необхо-
димо ввести соответствующую поправку. 
Кроме того, при предложенном подходе 
необходимо учесть зависимость смеще-
ния от размерности реконструкции, что 
приводит к модификации формулы:

,

dτ
1H 2=— lim lim

ε→0 m→

C(K,m,ε )
C(K,m+1,ε )

ln

dm + m (dm+1 – dm)
1



где dm — смещение, отвечающее размер-
ности реконструкции m.

2.5. Оценка старшего 
показателя (максимальной 
экспоненты) Ляпунова

Старший показатель (максимальная 
экспонента) Ляпунова имеет принципи-
альное значение, его положительность 
говорит о наличии хаотического движе-
ния, с его помощью определяется уро-
вень хаоса, например, в исследуемой 
области мозга. Основным критерием 
детерминированной динамической 
системы, геометрическим образом 
которой является странный аттрактор, 
есть экспоненциальная неустойчивость 
его траектории. Это означает, что малое 
возмущение режима динамической сис-
темы должно во времени увеличиваться 
по экспоненте. Показатели Ляпунова 
характеризуют динамику движения на 
аттракторе.

Для оценки величины старшего 
пока за теля Ляпунова нет необхо-
димости проводить реконструкцию 
аттрактора — рассматривают пары 
«близких» точек, определяют локаль-
ный коэффициент «разбегания» со-
ответствующих траекторий и, затем, 
проводят усреднение по всем парам 
«близких» точек [25].

Главная сложность состоит в том, 
чтобы определить участок траекторий, 
на котором они еще могут считаться 
«близкими», так как именно он исполь-
зуется для определения локального 
коэффициента «разбегания». Заранее 
определенный «масштаб рассмотрения» 
позволяет решить эту задачу. Заметим 
также, что, вообще говоря, для рекон-
струкции аттрактора нет необходимости 
в излишней дискретизации сигнала – это 
не повышает точность расчетов, но значи-
тельно увеличивает время вычислений. 
В то же время для оценки старшего по-
казателя Ляпунова необходима боль-
шая степень дискретизации, во всяком 
случае, первоначально «близкие» траек-
тории должны оставаться такими на 
протяжении значительного числа шагов. 
Исходя из этого, в наших экспериментах 
первоначально использовалась частота 
дискретизации 200 Гц для ЭЭГ и ЭКГ сиг-
налов, затем 400 Гц и, наконец, 1000 Гц, 
что значительно увеличило точность 
определения старшего показателя (мак-
симальной экспоненты) Ляпунова.

3. Результаты 
исследований

Продемонстрируем применение 
предложенного подхода и работу 
реализующего его программного обес-
печения (система компьютерной ЭЭГ 
и ВСР NeuroResearcher® [6] на примере 
анализа с позиций детерминированно-
го хаоса электроэнцефалограмм (ЭЭГ) 
и электрокардиограмм (ЭКГ).

Как известно, существует ряд крите-
риев, позволяющих оценить минималь-
ную продолжительность стационарного 
участка, необходимую для надежно-
го определения «параметров хаоса» 
[31–33]. Так как опыт исследований 
[34–35] говорит о том, что размерность 
ЭЭГ аттракторов лежит в пределах 48, 
то по самым оптимистичным оценкам 
продолжительность стационарного участ-
ка не должна быть менее (100  500) c 
[11–14, 17, 21, 36]. Конечно, такой длины 
стационарный участок при записи ЭЭГ 
получить нельзя и единственно воз-

можный выход в том, чтобы составить 
его из нескольких участков меньшей 
длины [37]. Заметим, однако, что по-
давляющее большинство исследований 
проводилось с гораздо меньшими вы-
борками — и это одна из причин по-
лучения ненадежных и недостоверных 
результатов.

Несколько лучше обстоит дело с 
реконструкцией ЭКГ аттракторов, раз-
мерности которых меньше. Здесь часто 
достаточен стационарный участок про-
должительностью около 100c , получить 
который не трудно.

Рассмотрим пример определения па-
раметров хаоса для ЭКГ сигнала. Анализ 
«масштаба рассмотрения» представлен 
на рис.1, где приведена зависимость 
показателя Ляпунова λ(ε) для конечных 
приращений от log2 ε. Для ЭКГ сигнала 
показатель Ляпунова для конечных 
приращений λ(ε) сохраняет практи-
чески постоянное значение вплоть до 
ε =2-8  0,004 , Это означает, что, иссле-
дуемый ЭКГ сигнал имеет детермини-
рованный хаотический характер прак-
тически на всех доступных для анализа 
масштабах.

Заметим, что величина ε   0,04 соот-
ветствует «правому» краю горизонталь-
ного участка на графике λ(ε). При боль-
ших величинах ε картина искажается, 
так как слишком грубый масштаб не 
позволяет рассмотреть структуру аттрак-
тора, С другой стороны, чтобы иметь 
возможность рассматривать меньшие 
значения ε, что, конечно, желательно, 
нужно иметь более длинный ряд исход-
ных данных. В данном случае длина ис-
ходного ряда минимальна для опреде-
ления размерности аттрактора.

На рис. 2 проиллюстрированы ре-
зультаты оценки размерности рекон-
струкции ЭКГ аттактора, где приведена 
зависимость числа ближайших «ложных 
соседей» Fnn от размерности реконструк-
ции m. Из рис. 2 видно, что число бли-
жайших ложных соседей резко умень-
шается при размерности реконструкции 
m = 5  и в дальнейшем уже практически 
остается постоянным. Из этого следует, 
что в данном случае размерность про-
странства реконструкции 5.

Ранее нами была обоснована клю-
чевая роль выбора смещения [26]. 
Интересно отметить, что традиционный 
выбор (например, на основе корреляци-
онного метода) постоянного смещения 
вполне приемлем для малых размерно-
стей реконструкции (2–3). Однако, если 
сохранять ту же величину смещения 
и для больших размерностей рекон-
струкции, то это приведет к значитель-
ному отклонению формы аттрактора от 
близкой к шарообразной, что, в свою 
очередь, потребует увеличения длины 
анализируемого ряда для получения до-
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Рис. 1. Анализ «масштаба рассмотрения» для ЭКГ сигнала — зависимость по-
казателя Ляпунова для конечных приращений λ(ε) от log2 ε.

стоверных результатов. Так как исполь-
зуя метод ближайших ложных соседей 
мы уже определили минимальную 
размерность реконструкции, то пред-
ложенный нами метод позволяет рас-
считать величину смещения с учетом 
реальной размерности реконструкции 
[26], что важно для реконструкции «био-
логических» аттакторов, отличающихся 
большой размерностью.

Рис. 2. Определение размерности реконструкции для ЭКГ сигнала — зависимость 
числа ближайших «ложных соседей» Fnn от размерности реконструкции m.

На рис. 3a и 3b показан расчет кор-
реляционной размерности ЭКГ аттрак-
тора.

На рис. 3а построена зависимость ве-
личины производной корреляционной 
суммы C(K,m,ε) по log2 ε (утолщенной 
линией выделен график зависимости 
для определенной ранее размерности 
реконструкции m=5). Вблизи значений 
ε  0,04 (на графике на оси абсцисс — 4) 

этот график имеет горизонтальный 
участок, соответствующий реальному 
значению корреляйионной размерности 
аттрактора D2=1,34.

На рис. 3b построена зависимость 
корреляционной размерности аттракто-
ра D2 от размерности реконструкции m. 
При выборе размерности реконструкции 
(размерность вложения) m>5 величина 
D2 должна сохраняться, что дает допол-
нительный критерий проверки правиль-
ности ее вычисления. Приведеный на 
рис. 3b график подтверждает правиль-
ность вычисления корреляционной раз-
мерности аттрактора.

На рис. 4a и 4b показан расчет корре-
ляционной энтропии соответствующего 
процесса. Он аналогичен расчету раз-
мерности аттрактора.

На рис. 4а построена зависимость 
величины

dτ— ln
2

1 C(K,m,ε )
C(K,m+1,ε )

,

где d — смещение, τ — временной шаг, 
от log2 ε (утолщенной линией выделен 
график зависимости для определен-
ной ранее размерности реконструкции 
m=5). Вблизи значений ε   0,04 этот 
график имеет горизонтальный участок, 
соответствующий реальному значению 
корреляционной энтропии H2  3,64. На 
рис. 4b построена зависимость корре-
ляционной энтропии H2 от размерности 
реконструкции m.

Заметим, что при выборе размер-
ностей реконструкции m>5 величина H2   
(как и величина D2 ) должна сохранять-
ся, что дает дополнительный критерий 
проверки правильности ее вычисления. 
Приведеный на рис. 4b график под-
тверждает правильность вычисления  
корреляционной энтропии процесса.

Так как сигнал ЭКГ, очевидно, «доста-
точно близок» к периодическому и, как 
и следовало ожидать, процесс хорошо 
предсказуем, потому он имеет неболь-
шую энтропию H2  3,64, а невысокая 
размерность аттрактора D2=1,34 говорит 
о том, что соответствующая динамиче-
ская система «не слишком сложна».

В заключение заметим, что большин-
ство исследователей не учитывает тот 
факт, что реально корреляционная раз-
мерность аттрактора все же несколько 
меняется при увеличении размерности 
реконструкции. Эта незначительная по-
грешность в определении корреляцион-
ной размерности аттрактора, обуслов-
ленная прежде всего ограниченностью 
объема анализируемых данных, если ее 
не учитывать, может привести к ощути-
мой погрешности в оценке энтропии.

Игнорирование стохастического 
характера сигнала, а это, к сожалению, 

-1-2-3-4-5-6-7-8-9-10
0

λ(ε)

log2 ε
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допускается рядом исследователей, 
приводит к получению нереально 
высоких (и неверных) размерностей 
аттракторов. Важно также учитывать, что 
суммарный ЭЭГ сигнал является супер-
позицией целого ряда ритмов — обычно 
выделяют δ-, θ-, α- и β-ритмы, которые 
отличаются частотными диапазонами 
и отражают деятельность разных нейро-
анатомических систем мозга.

Рассмотрим теперь ЭЭГ сигнал (здо-
ровый испытуемый, лобные отведения 
Fp1-2).

Рис. 3. Оценка корреляционной размерности аттрактора (ЭКГ).
а) зависимость производной корреляционной суммы C(m, ε) по log2 ε от log2 ε; 
б) зависимость корреляционной размерности D2 от размерности 
реконструкции m. 

Рис. 4. Оценка корреляционной энтропии процесса (ЭКГ).
а) зависимость логарифма отношения корреляционных сумм для данной  
C(m, ε) и последующей C(m+1, ε) размерности вложения от log2 ε, d — смещение, 
τ — интервал дискуретизации;
б) зависимость корреляционной энтропии H2 от размерности реконструкции m.

Анализ «масштаба рассмотрения», 
как это видно на рис. 5, позволяет сде-
лать вывод, что этот сигнал на малых 
масштабах явно имеет стохастический 
характер — Ляпуновский показатель   
растет по мере уменьшения величины 
ε. Из этого следует, что оценить «пара-
метры хаоса» суммарного ЭЭГ сигнала в 
данном случае невозможно (что, напри-
мер, согласуется с данными [38]). По-
пытка сделать это приведет к получению 
недостоверного и завышенного значения 
размерности аттрактора, что, довольно 

часто встречается в работах отдельных 
исследователей. Как известно, ритмы 
ЭЭГ (δ-, θ-, α- и β) отражают деятель-
ность разных подсистем мозга. Вполне 
возможно, что в тех или иных ситуациях 
некоторые ритмы имеют стохастический 
характер, а другие – детерминирован-
ный хаотический (что, конечно, требует 
специальных исследований). Обычно 
наибольшее внимание исследователей 
привлекает α-ритм — он доминирует 
в состоянии спокойного бодрствования 
(которое мы здесь рассматриваем). 
Оказывается (см. рис. 5) α-ритм имеет 
детерминированный хаотический харак-
тер в достаточно широком диапазоне 
масштабов — Ляпуновский показатель   
сохраняет практически постоянное зна-
чение вплоть до ε = 2-7  0.008 и его «па-
раметры хаоса» могут быть достаточно 
надежно определены.

Конечно ЭЭГ сигнал не столь «прост» 
как ЭКГ сигнал, гораздо менее «пред-
сказуем» и, конечно, соответствующая 
динамическая система «намного слож-
нее». Это подтверждается результатами 
расчета размерности аттрактора и энтро-
пии соответствующего процесса (см., 
например, результаты работы авторов 
[9–15, 17]).

4. Выводы

Проанализированы возможные при-
чины возникновения погрешностей при 
исследовании биологических ритмов 
методами нелинейного анализа и пред-
ложен новый подход, позволяющий 
повысить точность и достоверность 
получаемых результатов. Создано соот-
ветствующее программное обеспечение, 
работа которого проиллюстрирована 
примерами расчетов «параметров хао-
са» типичных ЭЭГ и ЭКГ сигналов.

1. Размер участка биоэлектрической 
активности для последующего анализа 
ограничивается условием стационар-
ности. В границах стационарного участка  
средние значения квадрата сигнала со-
храняют постоянное значение и одному 
и тому же состоянию испытуемого бу-
дут отвечать участки с одним и тем же 
средним значением квадрата сигнала, 
что дает возможность использовать для 
восстановления аттрактора несколько 
идентичных участков. 

2. Выбор детерминированного хаоти-
ческого или стохастического описания 
биоэлектрической активности опреде-
ляется масштабом рассмотрения — ми-
нимально различимым расстоянием в 
фазовом пространстве. Если в опреде-
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Рис. 5. Анализ «масштаба рассмотрения» для ЭЭГ сигнала — зависимость 
показателя Ляпунова для конечных приращений λ(ε) от log2 ε 
(a — ЭЭГ сигнал в α-диапазоне, b — суммарный ЭЭГ сигнал).

ленном интервале масштабов среднее 
время удвоения начального возмущения   
меняется незначительно, то процесс, 
имеющий отражение в биоэлектри-
ческой активности, целесообразно 
описывать как детерминированный 
хаотический, в противном его следует 
рассматривать как стохастический (слу-
чайный). Правильный выбор масштаба 
рассмотрения повышает надежность и 
достоверность реконструкции «биоло-
гического» аттрактора.

3. Для реконструкции аттрактора 
предложено выбирать смещение, на 
основе разработанного нами метода 
оценки «формы» аттрактора — сме-
щение выбирают так, чтобы размеры 
аттрактора по всем осям было по воз-
можности близки. В отличие от тради-
ционного выбора величина смещения 
меняется при изменении размерности 
пространства реконструкции, что необ-
ходимо учитывать при вычислении 
энтропии процесса.

4. Выяснено, что наиболее надежной 
является оценка миимальной размер-
ности реконструкции «биологического» 
аттрактора, основанная на анализе 
количества, так называемых, «ложных 
ближайших соседей».

5. Для оценки старшего показателя 
Ляпунова необходимо использовать 
большую частоту дискретизации, чем 
это следует из теоремы Котельникова 
с тем, чтобы первоначально «близкие» 
траектории оставались такими на про-
тяжении значительного числа шагов. 
Рекомендуемая частота дискретизции 
не менее 400–1000 Гц.
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Abstract
The possible reasons of errors occur-

rence are analyzed at research determi-
nistic chaos in bioelectric activity of of man 
and animals organism (EEG, ECG, HRV, etc.) 
by methods of the nonlinear analysis. The 
complex approach is offered, allowing to 
increase accuracy and reliability of received 
results at a correct choice of stationary 
sites of a signal, a delay and scale of consid-
eration, use of adequate parameters during 
attractor reconstruction (an estimation of 
dimension of reconstruction and embed-
ding dimension), for estimating entropy 
process and maximal Lyapunov exponent. 
Corresponding software NeuroResearcher® 
is created and examples of «chaos param-
eters» calculations of typical EEG and ECG 
signals illustrated.
Key words: bioelectric activity of organ-
ism, EEG, ECG, HRV analysis, deterministic 
chaos, attractor reconstruction, attractor 
dimensions, delay, entropy, maximal Lya-
punov exponent.
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надійності досліджень 
детермінорованного хаосу 
в біоелектричній активності 
(ЕЕГ, ЕКГ і варіабельності 
серцевого ритму) 
методами нелінейного 
анализу
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Резюме
Проаналізовани можливі заподії ви-

никнення погрішностей при дослідженні 
детерминорованного хаосу в біоелек-

тричній активності організму людини 
і тварин (ЕЕГ, ЕКГ, ВСР і ін.) методами 
нелінійного аналізу. Запропоновано 
комплексний підхід, що дозволяє підви-
щити точність і вірогідність одержуваних 
результатів при правильному виборі 
стаціонарних ділянок сигналу, пара-
метрів затримки і масштабу розгляду, 
використанні адекватних параметрів 
у процесі реконструкції аттрактора 
(оцінці розмірності реконструкції і роз-
мірності вкладення), для оцінки ентропії 
процесу і старшого показника Ляпунова. 
Створено відповідне програмне забез-
печення NeuroResearcher® , робота якого 
проілюстрована прикладами розрахунків 
«параметрів хаосу» типових ЕЕГ і ЕКГ 
сигналів.
Ключові слова: біоелектрична актив-
ність організму, аналіз ЭЭГ, аналіз ЭКГ, 
аналіз варіабельности серцевого ритму, 
детерминированный хаос, реконструк-
ція, аттрактор, розмірність аттрактора, 
затримка, ентропія процесу, старший 
показник Ляпунова.
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